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Correction Devoir maison n°S8

Exercice I - Obligatoire pour les groupes 9 a 11

Soit (u,) la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N, w,1 = u, + 2.

1. On détermine le script scilab

n = input("Entrez un nombre entier n")

u=20
for k = 1:n
u = sqrt(u+2)
end
disp(n)

2. On montre par récurrence les propriétés suivantes &, : {u, existe et 0 < u, < 2}.
— Initialisation : ug = 0 donc la propriété 22, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc u, > 0 et donc

VU, + 2 est bien définie. De plus
0<u, <2

= 0<u,+2<4

= 0<+Vu,+2<2

= Ogun+1§2

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition () est héré-
ditaire.

— Conclusion : ‘Pour tout n € N, u,, existe et 0 < u,, < 2. ‘

3. On montre par récurrence les propriétés suivantes &, : {u,11 > uy,}.
— Initialisation : u; = v/2 et uo = 0. On a alors u; > ug et donc la propriété 2, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

Un+1 Z Up,

- un+1+22un+2

= \/un+1+22 Vi, + 2

=  Upy2 > Unp+1

La proposition &2, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est héré-
ditaire.

— Conclusion : |La suite (u,)nen est croissante.

4. La suite (u,) est croissante et majorée par 2.

’Elle est donc convergente.

Convergence de suites. M Leboucher
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On détermine la limite de la suite a ’aide du théoreme du point fixe. On note ¢ = 1_131 U, et on

résout

(=VI+2< 0P =0+2
P _1-2=0

Le discriminant de cette équation est A =1 —4 x (=2) =9 Il y a alors deux solutions

1-3
51272 =—1 et {y=

1+3
1S

Or tous les termes de la suite sont compris entre 0 et 2 donc

lim wu, =2
n—-+oo

On donne le script Scilab :

n=20

u=20

while abs(u - 2) > 10°(-6) do
u = sqrt(u+2)
n = n+l

end

disp(n)

Exercice II - Obligatoire pour les groupes 1 a 8

Soit (un)nzo la suite définie par ug = 1 et pour tout entier n € N, w41 = In (1 + u?).

1.

Script Scilab

n = input("Entrez un entier n")
u=1
for k = 1:n

u = log(l + u™2)

end
disp(u)

On montre les propriétés suivantes &, : {0 < u,, < 1}.
— Initialisation : ug = 1 donc la propriété &, est donc vraie.

— Heérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

0<u, <1

0<u?<1
1<1+ul<2
0<In(l+wul)<In(2) <1
0<up1 <1

Ll

La proposition &2, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z,) est héré-
ditaire.

Convergence de suites. M Leboucher
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— Conclusion : ‘Pour toutn e N, 0 <u, <1. ‘

3. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 1], & valeurs réelles, telle que f (z) = In (1 + z?) — z.

(a) La fonction f est dérivable sur [0, 1] en tant que composée et somme de fonction dérivable sur
[0,1] et

2 _—$2+2x—1_—(1—x)2<0
C 1+ a2 B 1+ a2 1422 —
La fonction f est décroissante. f(0) =0 et f(1) = In(2) — 1.

Ve e[0,1], f'(x)

T 0 1

Signe de f'(x) —

Variations
de f \

In(2) — 1

On en déduit que

vz e 0,1], f(z) <0

(b) On a montré que Vn € N, u,, € [0,1]. On a donc

f(un)§0<:>un+l_un§0

La suite (u,) est donc décroissante.

(c) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0.

‘Elle est donc convergente.

4. (a) On pose la fonction g : © — In(1 + x) — z. Cette fonction est dérivable sur R, et

1 —x <0

vxER-f—agl(l‘):l_i_x_ :1+.’E_

La fonction g est donc décroissante et g(0) = 0. Donc Vo € Ry, g(z) <0, c’est a dire

Ve>0, In(l+z) <z

(b) Pour tout entier n € N, u? > 0 et donc, d’apres la question précédente

Upy1 = In(1+u2) < ul.

(¢) On montre les propriétés suivantes &, : {u,, < (In2)"}.
— Initialisation : uy < 1 donc la propriété &, est donc vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

un+1 S Ui
= Upp1 < (In2)" x (In2)"
= Upy < (In2)"H

On a utilisé le fait que (In2)" < In(2) pour n > 1. La proposition &, est donc vraie. On
en déduit que la suite des proposition (Z72,) est héréditaire.

Convergence de suites. M Leboucher
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— Conclusion : |Pour tout n € N, u,, < (In2)".

(d) Onapourn e N,0<wu, < (In2)". CommeIn2 <1, lim (In2)” = 0. Donc d’apres le théoreme

n—-+0o
des gendarmes,

lim u, =0
n—-+00

(e) Programme Scilab

6 est le plus petit entier n tel que |u,| < 1072

(f) Soit n > 2, pour tout k € [0,n — 1],
n—1 n—1
k=0 k=0

1— (In2)"

-1
e <
l;]uk — 1—In2

Exercice 1II - Obligatoire pour les groupes 6 a 11

On considere la suite (uy,),en définie par :
ug = a et pour tout entier n, U,y = Up(2 — uy),

ol a est un réel tel que 0 < a < 1.

1. La fonction f est dérivable sur R (polynome) et

VeeR, fl(z)=2-2x

On a2 — 2z >0 <= 1> z. Sachant que 1_i£1 f(x) = —o0 et _1>1Jrrn f(x) = —o0. D’ou le tableau de
variation suivant :
x —00 0 1 400
Signe de f'(z) + 0 -
1
Variations 0 _— \
de f —
—00 —00

2. (a) On montre les propriétés suivantes &, : {0 < u, < 1}.
— Initialisation : uy = a €]0, 1[ donc la propriété &, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

O<u, <1
= f(0) < f(u,) < f(1) (La fonction f est croissante sur [0, 1].)
— 0 <uy,y <1

La proposition &,,1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (£2,) est
héréditaire.

Convergence de suites. M Leboucher
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— Conclusion : |Pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

(b) On sait que pour tout entier n, u, > 0,

Un+1
U,

=2—u,>1

car u, < 1.

La suite u,, est donc croissante ‘

(c¢) La suite est croissante et majorée par 1. |Elle est donc convergente‘ et tend vers une limite
¢ € R. On a nécessairement

f)=l<=2-1P=>=1*—-1=0

Les solutions possibles sont 0 et 1. Or, la suite (u,) est croissante donc

lim u, = 1.
n—-+o0o

3. On considere la suite numérique (v,),en définie sur N par :
v, =1 —u,
(a) Pour tout entier n,

Un41 = 1— Un+41

=1—(2u, —u?)
=1—2u, +u’
= (1 —wuy,)?

Ainsi Vn €N, v, = v

(b) On montre les propriétés suivantes &, : {vn =(1- a)zn}.

— Initialisation : vy =1 —a et (1 —a)?’ = 1 — a donc la propriété 2, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &2, est vrai pour un certain rang n. On a donc

Vi1 = V2
n\ 2
= ((1 —a)? )
=(1- a)TJrl

La proposition &,,1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.

— Conclusion : | Pour tout n € N, v, = (1 —a)*".

(c) Onal—a€]0,1]. lim 2" =+4ooet lim (1 —a)* =0. Donc

n—+00 X—+o0

lim v, =0.
n——+00

Et comme u, =1 — v, on retrouve

lim u, = 1.
n—-+o0o

Convergence de suites. M Leboucher
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4. On consideére le temps de vie d’'une machine a café. En sortant de 'usine (au temps ¢ = 0), la machine
a café & une probabilité a d’étre cassé (0 < a < 1). On notera A, I'’événement "la machine est cassé
au temps t = n' et p, = p(A4,). Si la machine est cassé au temps ¢t = n elle reste cassé au temps
t = n + 1. Si la machine est en état de marche au temps ¢t = n, elle a la probabilité p, d’étre cassé
au temps t =n + 1.

(a) Les évenements Ay et Ay forment un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

p1 = p(A1) = p(Ao)pa, (A1) + P(IO)PE<A1)
=ax1+(1—a)po
=a+(l—a)a

= 2a — a®

On conclut que p; = a(2 — a).

(b) Les événements Ag et Ay forment un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

Pnt+1 = p(An—H) = p(An)pAn(An-i-l) + P(TH)PI(An+1)
= Pn X 1+ (1 _pn>pn
= pn(2 - pn)

Pour tout n € N, pp11 = pn(2 — pn).

(c) La suite (p,) est la méme que la suite u,, de la premiere partie. On a donc

lim p, =1.

n—-+00

Cela signifie que sur le long terme, la machine a café finira par étre cassé (ce qui est logique
finalement).

Exercice IV - Obligatoire pour le groupe 1 a 5

Pour tout n € N avec n > 3, on pose f,(z) = 2" + 1 — nx.

1. Soit n € N avec n > 3, la fonction f,, est dérivable sur R (car c¢’est une fonction polynomiale). On
calcule pour tout x réel

fi(z) =nz" ' —n=n("""t-1)

Or pour z € [0,1], on a 0 < 2" ! <1 et donc f/(z) > 0.

La fonction f, est strictement décroissante sur [0; 1].

2. 0naf,(0)=1>0et f,(1) =2—mn <0 et donc :
— La fonction f,, est continue sur R (c’est une fonction polynémiale)
— La fonction f,, est strictement décroissante sur [0;1].
— fa(0) > 0et f,(1) <O0.

Donc, d’apres le théoreme de la bijection,

I'équation 2™ + 1 — nz = 0 admet une unique solution sur [0, 1] notée z,,.

Convergence de suites. M Leboucher
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3. On calcule d'une part

2 2\" 2 2\" 2\"
Q)= o2 (o1 () 1
n n n n n
2 n

() < 1. D’autre part,

2
En effet comme n > 3, alors — < 1 et donc
n

()= () 1) o

Ainsi, on a bien

() <im0 ()

La fonction f, étant bijective sur [0, 1], elle admet une fonction réciproque strictement décroissante.

Ainsi,
fu(2) < tuta) < £ (5) = 12000 () > 1200 > £ ()
— 71L <z, < i
On sait que )
lim — =0, ngl}rlooﬁ =0

n——+oo n,

Ainsi, en appliquant le théoréeme des gendarmes (cf cours sur les suites), on a

lim z,=0
n—-+o0o

4. Par définition, f,(x,) =0 et donc

()" +1—nz, =0 nz, = (z,)" + 1

Or z, € [0;1] et z,, # 1 donc x,, € [0, 1[. On a alors (cf cours sur les suites)

()" =0

Et ainsi,

lim nx, = 1.
n—-+o0o

5. On étudie le signe de
fn+1($) - fn(ﬁ) =

:l‘n

"Ml —-(n+ Dz —2"—1+na
+1 " —

=z(2" — 2"t = 1)

=z Nz —1)—1)

Or pour x € [0,1] onax > 0, 2" ' > 0et z —1 < 0. Donc 2" '(x — 1) < 0 et par conséquent
(" Yz — 1) — 1) < 0. donc pour tout x € [0, 1] et tout n > 3,

fn-l—l(x) - fn(x) S 0

Convergence de suites. M Leboucher
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On a notamment

for1(®ni1) = fa(@ng) <0 = fri1(Tni1) < fulni)
<0 S fn(xn-‘rl)

= fulzn) < fulTng)

En effet, on utilise la définition de z,,. La fonction f,, étant de plus bijective sur [0; 1] et sa réciproque
étant strictement décroissante, on obtient :

fn(xn> S fn(xn+1) — L, Z Tp+1

La suite (z,,),>3 est décroissante.

Exercice V - Obligatoire pour le groupe 1

Montrer que les deux suites (uy)n>1 €t (vn)n>1 OU pour tout n > 1,

L | "1 1
un—zgetvn— OH—l—%

sont adjacentes. On admet que ces deux suites convergent vers e. Comment obtenir une approximation de
e & 1073 preés a laide de Scilab ?
On montre que la suite (u,)nen est croissante. C’est en effet une somme de terme positifs :

1
n — Up — > O
B P Y
On vérifie alors que la suite (v,)nen est décroissante. Pour tout n > 1,
wli N 1 (| L1
Upp1l — Up = — — —+ —
i =kl (n+1)(n+1)! i k! nn!
! Z”: 1 1 1
Cak = k n+1)(n+1)! nn!
B 1 n 1 (n+1)?
C(n+ 1) (n+Dr+D! (n+1)(n+1)!
B n+1 n? + 2n
S+ D+ (1) (n+ 1)
n®+n-—1

C(n+D(n+1)

Orn>1doncn?+n—1>0et
Un+1_vn§0

La suite (v,) est décroissante. Finalement,

1
Un Up =
nn!
et donc
1
lm v, —u,= lim — =0
n—-+o0o n——+00 nn'

Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes.

Convergence de suites. M Leboucher
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Programme Scilab :

while abs(u - exp(1)) <= 107(-3) do

u=u+ 1/(factorial(k))
k=k +1

end

disp(u)

Convergence de suites. M Leboucher



